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Conservation 1

=

fLes lois de conservation pour les systmes multi-esgces
Une hypothese fondamentale de la theorie des mélanges
est que chaque point de I'espace, occupe par le mélange,
est en effet occupé par une particule qui appartient a
chague espece.
X' i=1,...,n, estune particule typique, qui appartient a
chaque espece dans la configuration initiale.
Le mouvement de chaque espece est donné par
r=x"(X"t), i=1,...,n, Pourchaque i, x* est bijective
et continue. |
La vitesse de chaque particule est v' = %X i=1,... n.

o -
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Conservation 1

=

fLes lois de conservation pour les systmes multi-esgces
Une hypothese fondamentale de la theorie des mélanges
est que chaque point de I'espace, occupe par le mélange,
est en effet occupé par une particule qui appartient a
chague espece.
X' i=1,...,n, estune particule typique, qui appartient a
chaque espece dans la configuration initiale.
Le mouvement de chaque espece est donné par
r=x"(X"t), i=1,...,n, Pourchaque i, x* est bijective
et continue. |
La vitesse de chaque particule est v* = %, i=1,...,n,.
', — la densité de I'i-éme espéce dans la configuration
initiale et p* — la densité de I':-eme espéce dans la
Lconfiguration actuelle. J
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Conservation 2

=

La densité massique totale du mélange est p = > %, p' et Ia
vitesse moyenne pondérée du mélange est v = 1 ZZ R
Conservation de la masse — la configuration Eulerlenne
Notation (la derivée particulaire):

D = at( (X ), t)‘Xifixe =57+ (v V)p

D(z)pz

+pt div o' =m' équation de continuité pour 'espéce i
ot q p p

(1)

o -
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Conservation 2

=

La densité massique totale du mélange est p = > %, p' et Ia
vitesse moyenne pondérée du mélange est v = 1 ZZ R
Conservation de la masse — la configuration Eulerlenne
Notation (la derivée particulaire):

D = at( (X ), t)‘Xifixe =57+ (v V)p

DWp L o \
Dtp +p" dive' =m' équation de continuité pour I'espece i
(3)
Dp
+ pdive =0 equation de continuité pour le mélange
D P q P

N @
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Conservation 3

=

Conservation de la quantie de mouvement

9 (¢ + div (g0 @) = Div (0")T + g + mi + miv' (9
»2U _ Div [UT _ zn:(p%i ? vi)} T zn:(mi T mi) + i:(pzbz)
Dt i—1 i=1 1=1
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Conservation 3

=

Conservation de la quantie de mouvement

() + div (p'f @) = Div (o) + b +m v’ (7)

Dv : T & i i ; - g i, 0 - i1,

'OE — Div {0 —Z(pv ®v)} +Z(m +mv)+2(ﬂb)
i=1 i=1 i=1

(8)

la conservation du moment angulaire implique

Z?ﬂ((ai)T — Ui) = 0.
| -
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Conservation 4

Conservation de I'energie

Soient ¢*, ¢*, r* I'énergie interne, le vecteur flux de chaleur et
I'apport de chaleur par la radiation, respectivement, pour
'espece i. On a

a(pZ(SZ) —I— dIV (ngzqﬂf) e dIV qz_l_ tr (O_’vaz> —I—IOZTZ_I_gé_l_mZ(SZ
(9)
On pose
pgzzpi(gi; qzzqi5 —Q+ZP v'—v) PT—ZP
=1 i=1
(10

o -
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Conservation 4

Conservation de I'energie

Soient ¢*, ¢*, r* I'énergie interne, le vecteur flux de chaleur et
I'apport de chaleur par la radiation, respectivement, pour
'espece i. On a

a(pZ(SZ) —I— dIV (ngzqﬂf) e dIV qz_l_ tr (O_’vaz> —I—IOZTZ_I_gé_l_mZ(SZ
(11)
On pose
pgzzpi(gi; qzzqi5 —Q+ZP v'—v) PT—ZP
=1 i=1
(12)

Si on suppose Y"1 [eL + mi (e’ + |v']?/2) + m' - v'] = 0, on J
rouve
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Conservation 5

- .

De < i, i i 02 :
P = ; tr (o' Vo) =m0t —m!|v'|7/2)| = div h+pr. (13)

2nd principe de la thermodynamique

Soient n* et 7" I'entropie spécifique et la temperature
absolue de la ieme espece, respectivement.

o -
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Conservation 5

- .

De < i, i i 02 :
P = ; tr (o'Vo') =m0t —m!|v'|7/2)| = div h+pr. (15)
2nd principe de la thermodynamique

Soient n* et 7" I'entropie spécifique et la temperature
absolue de la ieme espece, respectivement.

— L RPN 2N r N A’l _A A
;Tz{ pil ) P et = )) V']
vt V[ (A" — A)] — div (p"Av" — p'A'v) + &' + mle'—

i+ P T (v —v)) - VT
B | - >0, 1)




Conservation 6

-

ou A* = &' — T'n* est I'énergie libre de Helmholtz de la T
espeéceiet A=>""  p'A"/p estI'énergie libre de Helmholtz
du mélange.

Cette théorie générale est difficile a utiliser. On peut

consulter les travaux de Truesdell, Rajagopal,

Hassanizadeh ....

o -
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Conservation 6

o .

ou A* = &' — T'n* est I'énergie libre de Helmholtz de la
espeéceiet A=>""  p'A"/p estI'énergie libre de Helmholtz
du mélange.

Cette théorie générale est difficile a utiliser. On peut

consulter les travaux de Truesdell, Rajagopal,
Hassanizadeh ....

Equations de continuite pour un melange binaire
w; = p'/p — la fraction massique de I'espéce i. La loi de Fick:

p'v' = wipv — pDijVwi, ji = —pDijVw;, i,j=1,2. (18)

Maintenant nous écrivons les équations (1), (6), (10) dans
la forme

o -
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Conservation 6

=

% — —div {piv+ ji} + 7 (19)
a(gtv) =—Div |(pl+7)+ (v &® v)} + Z(Pigz') (20)
i=1
I(p(e J(;t]v]Q/Q) = — div (p(e + |[v]*/2)v 4+ g+ (pI + T)v)

— div h + pr (21)

-
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Conservation 6

- .

% — —div {piv+ ji} + 7 (22)
0 (g’) =DV [(pI+7) + (o) + > (e (23)
1=1
I(p(e J(;t]v]Q/Q) = — div (p(e + |[v]*/2)v 4+ g+ (pI + T)v)

— div h + pr (24)

Pour utiliser les équations (19)-(21), il faut spécifier les flux.
D’apres Bird, Stewart et Lightfoot, "Transport Phenomena”,
J. Wiley, 1960,

o -
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Conservation 7

T=—uD(v) + %,LL div vl (25)
g = q'9 + ¢ 4 @) (26)

avec

o -
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Conservation 7

T=—uD(v) + %,LL div vl (27)
g = q'9 + ¢ 4 @) (28)

avec
o ¢© = _kVT — le flux convectif
o ¢ =" %]Z — le flux d’énergie causé par
I'interdiffusion
® ¢ —le flux de Dufour (I'effet “thermo-diffusif")

M; est le poids moléculaire de I'espece i et H = ¢ + pV est
I'enthalpie.

o -
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Conservation 8

=

Soit ¢; = p'/M; la concentration molaire de I'espece i et
¢ = c1 + ¢ la densité molaire du meélange. Le flux massique

o -
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Conservation 8

=

Soit ¢; = p'/M; la concentration molaire de I'espece i et
¢ = c1 + ¢ la densité molaire du meélange. Le flux massique
. . . . (T).
G = ]Z_(:v) +sz(p) +J¢(g) +Ji( ).
s ;=
i 2jmt MiMDij [ 31 it (Gal) (Tpeaistin) Vo] =
la diffusion ordinaire
: 2 j V; 1
o i = S Yj MiMyDi [ My(5 — $)Vp] —la
diffusion causée par la pression

. 2 . k
® ]”i(g) - _p%T Zg;l M; M; D [%Mj(gj — > k=1 %)gk} —la

diffusion forcee
~ » ji" = -DI'Vlog T - la diffusion thermique o
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Conservation 9

. .

G; est I'energie libre de Gibbs molaire de I'espece i,
G=H-TS.
Pour les systemes binaires

o -
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Conservation 9

. .

G; est I'energie libre de Gibbs molaire de I'espece i,
G=H-TS.
Pour les systemes binaires

c? 0 G

o io— AR D 2 _ k _
J1 J2 ORT 1 12712 - [(az M ’2—01/0)(T,p)v C
V 1
@(91 — q0) + (—1 — —)Vp| — DI VlegT (30)
P My p

Le dernier term décrit I'effet Soret.

o -
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Conservation diphasique 1

-

2 phases/plusieurs composantes en milieu poreux

On s’intéresse ici a la modélisation de I'ecoulement de
deux phases lors des transferts de gaz dans un stockage
de déchets radioactifs.

On sait qu’il aura lieu une production importante
d’hydrogene par corrosion des materiaux metalliques, dans
les lieux de stockage. Il faudra pouvoir repondre aux
guestions concernant le comportement qualitatif et
guantitatif du gaz transféreé et de fournir les prédictions
nécessaires pendant toute la phase de production de gaz
(approximativement 100000 ans).

=

o -
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Conservation diphasique 1

-

2 phases/plusieurs composantes en milieu poreux
On s’intéresse ici a la modélisation de I'ecoulement de
deux phases lors des transferts de gaz dans un stockage
de déchets radioactifs.
On sait qu’il aura lieu une production importante
d’hydrogene par corrosion des matériaux metalliques, dans
les lieux de stockage. Il faudra pouvoir repondre aux
guestions concernant le comportement qualitatif et
guantitatif du gaz transféré et de fournir les prédictions
nécessaires pendant toute la phase de production de gaz
(approximativement 100000 ans).
Nous suivrons la modélisation genérale présentée dans
[A85] Myron B. Allen, Numerical modelling of multiphase
Lflow In porous media, Adv. Water Resources, Vol. 8 (1985), J

=
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Conservation diphasique 2

-

On considere que le fluide est constitué de deux phases
Immiscibles, I'eau et la phase gazeuse. Dans chaque
phase il réside un nombre des especes chimiques. En
suivant [A85] nous utilisons le glossaire suivant:

=

o -
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-

On considere que le fluide est constitué de deux phases

Conservation diphasique 2
-

Immiscibles, I'eau et la phase gazeuse. Dans chaque
phase il réside un nombre des especes chimiques. En
suivant [A85] nous utilisons le glossaire suivant:

“

p=la densité massique intrinseque de I'espece ¢ dans
la phase o, o = 1, g.

P = vazl ps = la densité massique intrinseque de la
phase «

7

phase o, a =/, g.

Wi = gz = |la fraction massique de I'espece i dans la

o= la fraction volumique de la phase «,

¢£‘|‘¢g—¢§1- J
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Conservation diphasique 3
- . o

® S, = o= la saturation de la phase «
p = &(Spp’ + Syp9) = la densité massique du fluide

 w; = %(Sgpgwf + Syp9w?) = la fraction massique de

I'espece ¢ dans le fluide

U= la vitesse de I'espece ¢ dans la phase «

v = p% SV | p20 = la vitesse barycentrique de la

phase «
& ¢ =¥ —v* = lavitesse de diffusion de I'espece i

[ (2

dans la phase «

Notons que

o -
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Conservation diphasique 4

- .

N N N
dwi=> wr=8+85=1 et > uf=0.
1=1 1=1 1=1

D’apres la théorie des mélanges, chaque espece satisfait la
loi de conservation de la masse

Ot (3Sap W) + V. (pSap®w@t®) + V& =% (31)

o -
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Conservation diphasique 4

- .

N N N
dwi=> wr=8+85=1 et > uf=0.
1=1 1=1 1=1

D’apres la théorie des mélanges, chaque espece satisfait la
loi de conservation de la masse

Ot (3Sap W) + V. (pSap®w@t®) + V& =% (32)

oU j& = ¢S, p*w®i® est le flux de la diffusion de I'espéce i
dans la phase «, et ¢ + r/ = 0. En faisant la somme par
rapport a a, hous trouvons pour chaque espece:

o -
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Conservation diphasique 5
B o
O¢(pw;) + V. (¢(Sgp€wf”¢7£ + Sgptwlt?)) + V.55 +57) =0, (33)

En plus, pour chaque phase nous avons la conservation de
la quantité du mouvement, qui S’écrit comme

o -
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Conservation diphasique 5

| -
O (pw;) + V.(¢(S pg £ 4+ S pgwgﬂ)) + V.(;’f +ff) =0, (35)

En plus, pour chaque phase nous avons la conservation de
la quantité du mouvement, qui S’écrit comme

ou™

o+ (0° V)7®) — Div T® — ¢op%b* = m®,  (36)

Pap” (

ol T“ est le tenseur des contraintes, v“ la densité des
forces volumiques et m“ le taux d’échange de la quantité
du mouvement entre les phases. En suivant [A85], nous
posons T® = —p,l , ou p, est la pression mécanique dans
la phase « et (34) donne les lois de Darcy phasiques:

o -
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Conservation diphasique 6

- .

e
W:_—(vpa_pagvz)a a:€7ga (37)
PSa
. -y , Kkra
ou le tenseur de mobilite A, est donne par A, = . K

Mo

est le tenseur de permeabilité absolue, &, sont les

permeéabilites relatives et u,, sont les viscosités phasiques.
Pour fermer notre systeme des equations, il faut imposer:

o -
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Conservation diphasique 6

=

e
W:_—(vpa_pagvz)a a:€7ga (38)
PSa
\ ags 7 7 Kk‘fr'a
ou le tenseur de mobilite A, est donne par A, = . K
206"

est le tenseur de permeabilité absolue, &, sont les
permeéabilites relatives et u,, sont les viscosités phasiques.
Pour fermer notre systeme des equations, il faut imposer:

<

“

.

krw €t k., comme fonction de Sy

la pression capillaire p.,,, comme fonction de 5,

(87

P = pHwf, ..., Wy _1,Pa), =L,g, i=1,...,N—1

wi =w (w1, ...,wN-1,p%), a=4Lg, i=1,...,N—1

Sa = Sa(wi, ..., WN_1,Pa), a=Ft,g, 1=1,....,N—1 J

Exposé au "Couplex-Gaz workshop”, 4-5 avril 2007, Parisly© p. 18/



Eau-gaz 1

- .

Le syseme diphasique eau-gaz

Pour ce systeme particulier, les eéquations (31) et (37)
donnent

7 = _;fbi ":; (Vpe— p'gV 2) (39)

Y = — R berg (Vpg — p99V Z) (40)
PSglhg

O(9Sep") + V. (6Sup'T) = r* (41)

Ot (9Syp?) + V. (¢S p?19) = r? (42)

o -
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Eau-gaz 1

- .

Le syseme diphasique eau-gaz

Pour ce systeme particulier, les eéquations (31) et (37)
donnent

7 = —:;;Z ":; (Vpe— p'gV 2) (43)

09 = — K kg (Vpg — pggVZ) (44)
PSglg

De(¢Sep") + V. (¢Spp'T) =1 (45)

Ot (9Syp?) + V. (¢S p?19) = r? (46)

Pour les lois de comportement, voici un choix qui est
souvent pris:

o -
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2
St + Sy =15 krw(Swe) = v/ Swe [1 (I—Sl/m)m] ;
SK - Sw'r
Swe B 1 Sw'r o Sg'r
2m
brg (Sue) = (1= Sye) /7 [1 - sﬂvém] ,
Um 1/n
Pg — Pt — pcwg(sf) (Swe — 1) (47)

-
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Eau-hydrogene 1
B o

Le syseme diphasique eau-hydrogne

La phase gazeuse est H, et la phase liquide est de 'eau.
Pour représenter la migration des gaz, il faut tenir compte
de la migration de I'nydrogene dissous dans 'eau par
convection/diffusion et de la migration de I'nydrogene en
phase gazeuse. Nous suivons la modeélisation présentée
dans [Peace] D.W. Peaceman, Fundamentals of numerical
reservoir simulation, Elsevier, Amsterdam, 1977.

o -
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Eau-hydrogene 1
B o

Le syseme diphasique eau-hydrogne

La phase gazeuse est H, et la phase liquide est de 'eau.
Pour représenter la migration des gaz, il faut tenir compte
de la migration de I'nydrogene dissous dans 'eau par
convection/diffusion et de la migration de I'hydrogene en
phase gazeuse. Nous suivons la modeélisation présentée
dans [Peace] D.W. Peaceman, Fundamentals of numerical
reservoir simulation, Elsevier, Amsterdam, 1977.

Les équations (31) donnent

On($Sep X, + 640" Xp,) + V. (6Sep' Xpy, 7'+

¢Sgp? XY, 7)) + V. (j%z + f%2> = rg, (49)
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Eau-hydrogene 2
B o

ou Xl-g_j2 est la fraction massique de I'nydrogene dans le gaz.
Comme nous neégligeons la présence de I'air et du vapeur,
nous trouvons que X7, = 1. X{ estla fraction massique

de I'hnydrogene dans l'eau.
Pour les lois de comportement, voici un choix qui est

souvent pris:

o -
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Eau-hydrogene 2
B o

ou Xl-g_[2 est la fraction massique de I'nydrogene dans le gaz.
Comme nous neégligeons la présence de I'air et du vapeur,
nous trouvons que X7, = 1. X{ estla fraction massique

de I'hnydrogene dans l'eau.
Pour les lois de comportement, voici un choix qui est

souvent pris:

_ RT
= i

Dy p? (la loi de comportement de I'hydrogene); fﬁb = —¢

Jh = —0Sep' DY VXY =0. (51)

Notons que le flux diffusive ]};2 est negligé dans [Peace] et

que rg, représente un terme source, correspondant a
I'injection de I'hnydrogene J
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Eau-hydrogene 3
-

Dans le systeme (39)-(47), les equations (39)-(40) sont
conservees. L'équation (42) est remplacee par (48). Il nous
reste de modifier I'équation (41). Elle devient

=

Ou(pSep X 0) + V. (0Sep X o) =78 X5 o+ Xb =1
(52)

o -
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Eau-hydrogene 3
-

Dans le systeme (39)-(47), les equations (39)-(40) sont
conservees. L'équation (42) est remplacee par (48). Il nous
reste de modifier I'équation (41). Elle devient

=

Ou(pSep X 0) + V. (0Sep X o) =78 X5 o+ Xb =1
(54)
Ce systeme est incomplet. Pour le completer on utilise la
loi d’'Henry et la formule pour la densité de la phase liquide

(0"
o" = Pi,o + i, (55)

On suppose que le température de systeme reste
constante, que la dissolution de I'hydrogene dans I'eau ne

Lchange pas de volume, alors, ,0%20 = Dw- J
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Eau-hydrogene 4
-

fLa loi d’'Henry donne la liaison (a chaque point de I'espace
et du temps (z,t)) entre la pression de phase gazeuse p9 et

la concentration X, de gaz dissous dans le liquide:
Xﬁ,2 = Hp,(T)p, (a temperature donnee, la quantite de gaz

dissous a saturation maximale dans un liquide est
proportionnelle a la pression du gaz).

o -
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Eau-hydrogene 4
-

La loi d’'Henry donne la liaison (a chaque point de I'espace
et du temps (z,t)) entre la pression de phase gazeuse p9 et

la concentration X, de gaz dissous dans le liquide:

Xﬁ,2 = Hp,(T)p, (a temperature donnee, la quantite de gaz
dissous a saturation maximale dans un liquide est
proportionnelle a la pression du gaz).

Le systeme (39)-(40), (47), (48)-(52) + la loi de Henry est
un systeme ferme pour S, et p,.

Il est raisonable de genéralisee la loi de Henry aux grandes
valeurs de p, par p; =1— e Mmlnps,

=

o -
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Maths 1
B

Resultats matrematiques autour desquations cecrivant un
ecoulement diphasique gaz —liquide

Donc I'ecoulement est décrit par le systeme des equations
non linéaires d’évolution pour la saturation de I'eau et la
pression d’hydrogene.

Soit S = Sy. Nous allons utiliser la densité massique de
'hydrogéne "renormalisée” U = m(S)p!;, dans la phase
liquide. On a

R* ~dm

a K7 50; m(S) =S +a(l —95); TS a < 0;
k Krq(S
b(S) _ TE(S) +a 9( ); ,09 _ CIP%[Q- (56)
e Hg

o -
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vec notations

dp b(S) = Dy Pu
An(S,U) = K—=Lpt, 2L 4 2% (57)
) = G () () e+
01(S,U) = Kply,b(S)gV s, (58)
A1(S,U) = —— b(S
12( 9 ) m(S){(dp%épHg ( )‘|‘
Dé{ puw \(a—1) / k’rw(s)}
2 — P(S (59)
o+ ) () T,
Aoy (. U) = kru(S) \ dpg 1 K kw(S)

pom(S) dply  Mp,KpU+m(S) p
Ho

B C60)
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o krw(s) dp (CL B 1)U ! :
A2 (S, U) =K . {dpfi (32 PC(S)}, (61)
p2(5,U) ==K er(S) (pw + U/m(S))gVxs, (62)

le systeme ((39)-(40), (47), (48)-(52) + la loi de Henry,
deviennent

O (pU) — div {A11(S,U)VU + A12(S,U)VS} +div 1 (S,U) = rp
(63)

T"w

D(6S) — div (Ag (S, U)VU + Agy(S,U)VS) + div oS, U) = -

- 6
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Nous faisons les 2 hypotheses suivantes

=

(H1) Supposons que limg_ .1 P.(S5)kr(S) existe et quelle
est difféerente de zéro.

(H2) Supposons qu’il existe une constante 3 > 0 telle que
6krw(s) < —Pé(S) on [O, 1]'
En conséquence, on a
® Ay, Ao et Ay sont des fonctions C° de S et U sur
0,1] x [0, +0c0[), prenant valeurs dans les intervalles
(@11,m,a11.01), (0,a21 1) €t (@22.m, @22.11),
respectivement.

® Ao =Uaa(S,U), ou are est une fonction C*>° de S et U
sur [0, 1] x |0, 4o0]), prenant ses valeurs entre 2
L constantes positives, a1z, €t a12 s. J
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® 01(S,U) =x(U)V(S)gVxse, ou ¥ est une fonction
bornée C° et y est une fonction bornée C*° de U et
0, +00[), Se comportant comme U pour les petites
valeurs small values de U.

® o(S,U) est une fonction bornée C*.

Ensuite nous supposons:

1. Q c R? est un ouvert borné.Soit V = L?(0,T; H'()),
0<T <4ooet@r=Qx(0,T).
2. Nous supposons Sy € WH3(Q), Uy € W3(Q),

rw, TH, € L*(QT) €t ry, vy, > 0. ¢ est une constante
positive.

o -
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fD'efinition On dit que {S,U} est une solution faible de T
systéme (63)-(64) sion a: {S,U} € V2N L>®(Qr)?,
{5, U} € (V*)? et pour chaque {w1,ws} € V2 I'équation
variationnelle suivante est satisfaite

T T
/ < 8t(¢U),w1 > dt —I—/ / {AHVU + A19V.S—
0 0 Q

T
©1(.S, U)}ledxdt = / / rqwidzdt (65)
0 Q
T T
/ < at(¢5),’LU2 > dt —I—/ / {Agl(VU + A9 V.S —
0 0 Q2
oy
p2(S, U )}szd:cdt = / —wadxdt (66)
L 0 JQ Pw J
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et pour chaque w; € VN W0, T: L>(Q)), i = 1,2, avec
’LUZ(T) — O,

T T
/ < 0U, w1 > dt + / /(U — U())@twld$dt = 0;
0 0 Q)

T T
/ < 8tS, wo > dt + / /(S — SQ)@t’LUQdfdt = (. (67)
0 0 Q

Les modeles classiques décrivant des échanges gazeux
sont des systemes paraboliques dégénéres. On peut
évoquer de nombreux problemes décrits par de tels
équations ; écoulement d’'un gaz compressible a travers un
milieu poreux; I'’équation de filtration non saturée; equations
L(sjcalaires décrivant le changement de phase; le probleme
e Stefan; eftc...
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D’un point de vue numérigue, nous pouvons considerer les T
methodes numeriques développées récemment par

Eymard, Hilhorst et Vorhalik et, avant, par I.S. Pop et al., qui
donnent une reponse satisfaisant aux problemes pratiques.
Néanmoins, il est important de remarquer gue les résultats
mentionnés déependent fortement du principe du maximum.

Si nous souhaitons étudier des écoulements
multiphasiques a travers un milieu poreux, la situation est
bien differente. Dans le cas de deux phases immiscible
iIncompressibles une formulation tres particuliere (voir e.g.
le livre Chavent, Jaffre), qui réduit le probleme a un
systeme parabolique-elliptique particulier, est possible.

o -
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fPar contre, si une des phases est compressible, cette
approche n’est plus possible, sauf si on suppose gque la
densité du gaz dépende de la pression globale de Chavent
(voir les travaux de Galusinski et Saad)

Nous sommes obligés de consideérer des systemes
paraboliques dégénéres et le principe du maximum n’est
plus valable.

Donc le seul espoir est de proposer une discréetisation
temporelle stable, comme dans le cas des problemes a
frontiere libre ou avec changement de phase, mais qui ne
repose pas sur le principe du maximum.

o -
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fNous proposons d’utiliser 'approche par une discrétisation T
Implicite en temps, introduite dans l'article [AL] Alt, H. W.,
Luckhaus, S., Quasilinear elliptic-parabolic differential
equations. Math. Z. 183 (1983), no. 3, 311-341. Elle
s’applique aux systemes paraboligques, qui peuvent
dégénérer en équations elliptigues, et qui s’écrivent dans la

forme
&gbj(u) — div (aj(b(u),Vu)) — fj(b(u)), j=1,...,m. (68)

L'idée est d’utiliser I'énergie du systeme, définie par

T
/0 (U(b(u)) + [Vul?) (69)
B -
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ou ¥(z) =sup [, (z — b(s)) ds, b=V, ® € C! et

ceR
(a(z,p1) — a(z,p2))(p1 — p2) = clp1 — p2|* .
b est une application vectorielle monotone. Dans cette
situation, on sait, d'apres l'article [AL] que la discrétisation
totale implicite converge vers une solution.
Cet approche a ete utilisé avec succes par Luckhaus et
Kroner (J. Diff. Eq) et Alt et DiBenedetto (Annali Scuola
Normale Sup Pisa) pour résoudre les EDP décrivant le

systeme eau-huille (2 phases incompressibles).

o -
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Pour notre systeme

® Soit Aj(S,U) = A;;(S,sup{R, U }). Alors il existe
R > 0 tel que pour 0 < R <R, le systeme (65)-(67),
avec la matrice [A4;;] remplacée par [Af;.], admet au
moins une solution faible {S% U},

=

® Soient ry,ry, S0, Up > 0, kry(0) = 0. Alors les solutions
sont non-negatives.

# Cette solution admet une régularite des gradients plus
élevée que L?

# Nous généralisons 'estimation parabolique de De
Giorgi-Nash- Moser

o -
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- .

® En conséquence, max, |U(z,t)| < R, si les données
pour la pression du gaz sont "suffisamment” petites.

# Donc la solution du probleme avec la matrice [A;;]
remplacée par [Af;.], est en effet une solution de notre
probleme.

o Pour les détails voir la note A. Mikelic: An existence
result for the equations describing a gas-liquid two-phase
flow, prepublication, Lyon,dvrier, 2007

o -
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